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æEç å+ß�á�ëLç å�í7é!à�â�û ç�¯

2π
ð�å�ß�á)óAæEç å�ðßà�å�ì!é

π2 üPì!ätà�ïDëLçÊý&ätç åÉøfì�ëLïDö«ì«ædâ�æEç è?ßà�â«ätèEæEö«ìÂëLï!ä��



lBm'¤ù$o p&qWr�s�q$t�uWv�w@xyvIz{v

ì«ôEû çÊätà�åI"?ôdñ«é!õÉà�â«ß�á&ì5ßìÂë"â�æEç è�öÂâ�û öDèEûÊâÂá&ì«í7âEþ0�Bû å�öDè?óAì�ð�å�ó-è4à�â«ßö«ì!ätà�å�æEç è4ì«öÂâ�à�â�û ç%ßç �
ôDïi|�ôfå�à�í7â«é!æEç~üEî5é!ï�óAç å�û ç�ß&â�óAì!é!à�ç å�û æEç årç4#�ì«í&óÉâ�û æEç årèEà�â«ß&â«é!æEç{|\á �ræEç å�í&êÂëLæEì5ý |�þ

�%í&à�ïDøEèdý |tó-ï«ü!÷�å
2π < π2 þ

�Pì�ëBßöÂâ�à�â�æEç è�ç ó #�èEæEö5äcð�ç�øfì«óAì!ätæEçÊätà�å�ð
f(x) = 1

x
lnx

üaé!ì5ß�á&í&à�å�î«û ç�é!í&ì«î��$é!ìÂë1ì!é!è
á&å�î«ì¦#�â�ö5á&è:þXÉ�â�#�èEæEö5äcðâ)ædâ)øfì!éEß�á7â{ëLç årì!é!øfìÂëLç å�é!æEç å�î«ì-á�ëLç å�í7é!à�å�æEçÊâBð�å�ß�áLóÉâ�û å�ðñ«ä�â)é!ûÊâ
x > e

þA�OêÂë"ätà�â«ßBà�â�èDë"â�÷�ïDû ç~üf÷�å)à�â«ä��Eì!é!à�ç�à�â�û å�÷�æEì5ý |¯ 1
2 ln 2 = 1

4 ln 4 < lnπ
π

þ}��ß�á7ñ«é
ln 2
2 < lnπ

π

üdätà�ïDû ç�ì!ätà�ïDëLçÊß�á7âAß�á7âÂð�å�ßç �røEí7â{ëBé!à�ç ë1ì5ý |\æEç å�í&êÂëLæEì5ý&ätç
2π < π2 þ

ÅÇÆ:È�É�Ê�Ë�Ì�Í�Ñ8Ï
�Lì«à�ëLçÊñ�à�â�|\í&êÂëLædâ�æEçÊâ�¯

���
x6 = 6x

üEî5é!à�ç å
x ∈ R

�

��

sinx+ sin y = sin(xy)
üdî5é!à�ç å

x, y ∈ (0, π
2 ).

�5á&èdé!å�ædätç\ã�âÂá�ë1ì�é!ì5ß�á&í&à�å�î«û ç~üP÷�å-ð�å�é!æDïDó à+øEç å�í&ëLçÊâ«ß�á&ö«êÂë�í&êÂëLædâ�æEçÊâ
x6 = 6x

ð�å�ß�á
x = 6

þ���ß�á&æEç å�æEç å+ç æEæDï!ä��?øEç å�í&ëLçÊâ«ß�á&ö«êÂëxá&å�î«ì�í&êÂëLædâ�æEçÊâ/øEí&ê«ôfìÂë"â�û ç%øfì�á�ëLç å�í7é!à�ç{|Éî«í7âÂò
úfätà�æEç å«üdßà�èEöÂâÂðñ«ä�ì!éEätç �tá�ï!ä��/øEèEæEö5á&êÂë�ëBßøfê«û æDï!ä��/ëLïDöDí&å�ßêÂëò#�èEæEö5äcð�ç

y = x6 ç y = 6x
þ

É�â�öÂâ)óAåtá&ì!é!ïDöÂâAøfì5ßà�èEöDç ë"â�æEçÊâ)í&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEçÊâ$è!á�ëLç å�í7é!à�âDã�â)æEç å�ö5á&ê«í&ï!ä��+í&ì«à�ëLçÊñ�à�èÂðñ«ätï!ä��
ë�øEí&à�å�ö«ì«ædâ�æEç è:üf÷�å)á&ì/í&êÂëLædâ�æEç å-óÉâ�á�ïDû ö«ì�
�øEç å�í&ëLçÊâ«ß�á&öDçPí&à�å�ätà�ïDëLçÊß�á&å«ü�ätì/ôDïdãlì+ôaãL��éDò
æDïDó øEí&à�å�ö«ì«ædâ�æEç å�ó6þ��OêÂë"ätà�â«ßLøfìÂëBß�á7âDã�âÉædâÂá&èEí7â�û ædâÉøfì�á&í&à�å�ôdâ�èDëLçÊâ�í&ïDî«ì!é!æEç å�æEçÊâAæEç åtò
øfì«øEí7â{ëLæEì5ý&ätç"á&å�ðÉá&å�à�ï«þß�cæEæDïDó6üLßöDè!á&å�ätà�æDïDó ßøfì5ßì«ôfå�ó øfì5ßà�èEöDç ë"â�æEçÊâÕí&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEçÊâ
á&å�î«ì)à�â«éEâ�æEçÊâ$ôDïdãlì)í&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEç å\à�â«éEâ�æEçÊâ$øfì«óAì!ätæEçÊätà�å�î«ìM¯�Å���´�±�´���ó4ü ÅW¼��8¶B¼júÊÅ8Á¦¶B¼8¸M¸4·�ÃI³8¶
ì�²i¸iÈ�³@Þ6¶

y = x66−x
¶g²M±�·JÝd·W±J¸M¶��6þ�êW¼-ü ýJÝX¸4´J¸M¶B¼

x6 = 6x
Á�´�±�·WÈIàP´�±J¸M¶B¼�µ�ü Å8Ädó4¶B¼8ü6ÝX¶B´�½6µ@ÈJ¶

ü ÅW¼�³�Å8ÄJÝX¶{½6µ�¼WõX�\ì«øEç å�í&ìBá7â\óAåtá&ì!éEâ�í&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEçÊâ"è!á�ëLç å�í7é!à�ç�ã�â�ß�á&èdé!å�æ5á&êÂë?ë øEí&à�å�ö«ì«ædâ�æEç è:ü
÷�åÉçÊß�á&ì�á&æEç åÉéEâ�æEåÉí&êÂëLædâ�æEç å)óÉâ+á�ïDû ö«ì/á&í&à�ï�øEç å�í&ëLçÊâ«ß�á&öDçZí&à�å�ätà�ïDëLçÊß�á&å«þÊ�Há&ì«öDèÕí&å
�då�ö5ò
ß�ð�ç:ædâ«é-ð�å�î«ìAí&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEç å�óIøfìÂëBß�á7âDã:øEí&ì«ôEû å�ó�¯gÞI´WÈ�ÝXÄWÅ8¸4´�³�Å8Ä��Ê¼Bì8¼�ÈJµ�ÄJÝX¸M¶B¼<ó4¶B¼8ü6ÝX¶B´�½6µ@ÈJ¶
µ�¼jú$·�ü ýJÝX¸4´J¸M¶B´=»�É�ì6øDï5á7â�æEç åÉß�á7â�æEìÂëLç�ãlì/é!ì«øfåÂãlæEç å�æEç åAøEí&ì!ätå�ßè�í&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEçÊâ�í&êÂëLædâ�æEçÊâ
x6 = 6x

þ¦�5á&èdé!å�ædätç~ü�ß�á&ì5ßèÂðñ«ä$ì!é!øfìÂëLç å�é!æEç åAâ�øEû ç öÂâ«äcð�å)ö«ì«óAøEè!á&å�í&ìÂë1å«üføfì!éEâ{ë"â�û ç�øEí&à�ï5ò
ôEû ç ÷�ì«æEåÉë"â�íá&ì5ý&ätçZæEç å�ö5á&ê«í&ï!ä��ÕøEç å�í&ëLçÊâ«ß�á&ö«êÂëxá&å�î«ì6í&êÂëLædâ�æEçÊâEü:ædâ6øEí&à�ïDödã�â«ég¯ −0, 7898;
1, 6242

�
6
þ��d�Eì!é!à�ç�ãlìrá&è�ð�å�é!ædâ�öaü5â�ôDï)ëBßöÂâ�à�â�|1å8#�å�ö5á�ïDëLæEç åBøEç å�í&ëLçÊâ«ß�á&öDç!á&å�î«ì�í&êÂëLædâ�æEçÊâEþ

� á�ïDó ätå�û è ëLï!ß�á7â�í7ätà�ïdãlì�í&ì«à�ë"â�÷�ïi|¦#�èEæEö5äcð��+øfì«óAì!ätæEçÊätà�ñ
f(x) = xex

é!ûÊâ
x > −1çZëLïDöÂâ�à�â�|$çÊß�á&æEç å�æEç åÉé!ì�"�#�èEæEö5äcð�çZì!é!ëLí&ì�á&æEå�ð

g
þÇ�OêÂë"ätà�â«ß\óAì«÷�ædâ�ð�èE÷Aèdé!ìÂë1ì!é!æEç{|�ü�÷�å

øEç å�í&ëLçÊâ«ß�á&öÂâ�óAç�í&êÂëLædâ�æEçÊâ
x6 = 6x

ß&ñ)û çÊätà�ôDï4¯
6, − 6

ln 6g(
ln 6
6 ), − 6

ln 6g(− ln 6
6 ).�Pì5ßà�èEöDç ë"â�æEç å�í&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEçÊâ$í&êÂëLædâ�æEçÊâ

sinx+ sin y = sin(xy)
üdî5é!à�ç å

x, y ∈ (0, π
2 )ì«öÂâ�à�âDãlì�ßç �-ôDïi|�à�â«éEâ�æEç å�óWæEç åtá�ïDøfìÂëLïDó ç:á&í&èdé!æDïDó é!ûÊâ+ß�á&èdé!å�æ5á&êÂë¢]/øEí&à�ï!ßàÂãlï!ä���ædâÂò

èdätà�ï!ätç å�û ç1óÉâÂá&å�óÉâÂá�ïDöDç~þ�%Bç å�ö5á&ê«í&ïDó à+æEçÊä��?èdéEâDãlì�ßç �+í&ì«à�ß�á&í&à�ïDî«ædñ�|�ü�÷�åÉá&ì�í&êÂëLædâ�æEç å
æEç å�óÉâÕí&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEçÊâ�ë�øfì!éEâ�æDïDó à�ôEç ì«í&à�å«þ½��µ�·�¶B³�À ±�·JÝdýW± ¸M¶B¼�Ý\ó4ü ·�½6µ�µ�¼jú$·�ì8´WÈJµ�²Mõ
�%í&à�ïDøEèdý |tó-ï«üZ÷�å6éEâ�æEå+í&êÂëLædâ�æEç å�óÉâ�í&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEç åÉë øfì!éEâ�æDïDó à�ôEç ì«í&à�å«þ��OçÊâ«é!ì«óAìdü
÷�å�#�èEæEö5äcðâ

f(x) = sinx
é!ûÊâ

x ∈ (0, π2 )
ð�å�ß�á+í&ì5ßædñ«ä�â�çBøEí&à�ï�ð�ó-èÂð�å�ë"â�íá&ì5ý&ätç1á�ïDû ö«ì

à�øEí&à�å�é!à�çÊâDãlè
(0, 1)

þ»�aâ�èDë"â�÷�ó-ï«ü5÷�å�¯að�å�ýû ç
x ∈ (0, 1)

û èEô
y ∈ (0, 1)

üDá&ì
sin(xy) < sin yû èEô

sin(xy) < sinx
þ+�à�ïDû ç

sinx < 0
û èEô

sin y < 0
üBâ4á&ì�ð�å�ß�á6ßøEí&à�å�ätà�æEì5ý |�ü"ôfì

sinx ∈ (0, 1)
ç
sin y ∈ (0, 1)

þ0�\ûÊâ6øfåÂãlæEì5ý&ätçZá&å�î«ì�é!ìÂë1ì!é!è4ædâ�û å�÷�ï�í&ì«à�ë"â�÷�ïi|Bð�å�ßà�ätà�å
øEí&à�ïDødâ«é!å�ö

x ∈ [1, π
2 )
ç
y ∈ [1, π

2 )
þï�5á7ñ«é

sin(xy) = sinx + sin y > 2 sin 1
üätà�ïDû ç

sin(xy) > 2 sin 1 > 2 sin π
6 = 1

üEâ-á&ì�ð�å�ß�á\ßøEí&à�å�ätà�æEì5ý |�üDôfì
sin(xy) ∈ (0, 1)

þ
ÅÇÆ:È�É�Ê�Ë�Ì�ÍAÒ�Ï
â$�g��â�æDï%ð�å�ß�á�á&í&ê�ð�öÂñÂá

ABC
þ1%Bç å�ä��røEèEæEö5á�ï

K
ü
L
ü
M
ædâ�û å�÷�ñ1ì!é!øfìÂëLç å�é!æEç ìBé!ìLö«ì«û å�ð�æDï!ä��

ð�å�î«ìLôfì«ö«êÂë
AB

ü
BC

ü
AC

ì«í7â�àZé!à�ç å�ûÊñPð�å%ædâ"ì!éEätç æEöDç«ë4èdß�á7â�û ì«æDïDó�ß�á&ì5ßèEæEöDè
m ∈ [0, 1]

þ
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®�éEätç æEöDç
AL

ü
BM

ç
CK

øEí&à�å�ätç ædâÂðñ6ßç �Éødâ�í7â�óAç~ü�â6çÊä��4øEèEæEö5á�ï�øEí&à�å�ätç ��ätçÊâ
P
ü
Q
ü
Rß&ñÉëLç å�í&à�ä��Eì!ãlöÂâ�óAç�æEìÂë1å�î«ì)á&í&ê�ð�öÂñÂá7âEþ�%Bç å�ä��

f
ô\��é!à�ç åÇ#�èEæEö5äcðñ

m
üdì«øEçÊßèÂðñ«ä�ñÉß�á&ì5ßèEæEå�ö

øfì«ûÊâ�ì�á&í&à�ïDóÉâ�æEå�î«ìAá&í&ê�ð�öÂñÂá7â
PQR

é!ì+øfì«ûÊâÉá&í&ê�ð�öÂñÂá7â
ABC

þ��fædâ�û å�õW|$ëLà�ê«í\ì«øEçÊßèÂðñ«ätï
#�èEæEö5äcð��

f
þ

ô\��%\â«ßà�öDçÊätìÂë"â�|BëLïDöDí&å�ß»#�èEæEö5äcð�ç
f
ì«í7â�àð�å�ð"øEí&à�å�éfãlèE÷�å�æEçÊâ)ædâ)à�ôEç ê«í

R
þ

�Lì«à�ëLçÊñ�à�â�æEç å�á&å�î«ì+à�â«éEâ�æEçÊâ�ëLà�ôEèdé!à�ç�ãlì+à�â�ç æ5á&å�í&å�ßìÂë"â�æEç å$ß�á&èdé!å�æ5á&êÂë�]�øEí&à�ï!ßàÂãlï!ä��
ædâ�èdätà�ï!ätç å�û ç:óÉâÂá&å�óÉâÂá�ïDöDç~þd,«å�î«ì)øfì5ßà�èEöDç ë"â�æEç årí&ì«à�øfì!ätàI��û ç:ì!é/øEí&ê«ô6ßøfì«æ5á7â�æEçÊätà�æEå�ð"ç û è!ò
ß�á&í7â«äcð�ç�î«í7âÂúfätà�æEå�ðBé!ì�á&å�óÉâÂá&è�à�â«éEâ�æEçÊâEþ-%Bç å�ö5á&ê«í&à�ï/à-æEçÊä���ö«ì«ædätå�æ5á&í&ìÂë"â�û ç:ßç �$á�ïDû ö«ìÉædâ
á&å�ð)ç û èdß�á&í7â«äcð�ç"é!ûÊâ�èdß�á7â�û ì«æEå�î«ì�á&í&ê�ð�öÂñÂá7âEþáÉ�ì�î«å�ì«óAåtá&í&ï!ätà�æEå+øfì!é!å�ðý&ätç å0�dâ�óAìÂë"âDãlì�çÊä��
øfì«ó-ï!ß®ãlìÂë1ì5ý |ÉçLæEç å6ì�á�ëLç å�í7âDãlì�ç ó é!í&ì«î«çLé!ìÕí&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEçÊâ�à�â«éEâ�æEçÊâEþ!�\ì«øEç å�í&ìÕö«ì«û å�ð�æEå
çÊä��ÕøEí&ê«ôDï�èEöDç å�í&èEæEö«ìÂë"â�æEå$ædâ/ëLøEí&ìÂë"â«é!à�å�æEç å$ì!é!øfìÂëLç å�é!æEç å�î«ì/øEí&ì5ß�á&ì«öÂñÂá&æEå�î«ì�èEödã�â«é!è
ì!é!æEç å�ßç å�æEçÊâ+ì�á�ë1ì«í&à�ïdãlï�é!í&ì«î��)é!ì6øfì«ó-ï!ýû æEå�î«ì+í&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEçÊâAá&å�î«ì/à�â«éEâ�æEçÊâEþ��Pì/à�â«ß�á&ì�ò
ßìÂë"â�æEç è�óAåtá&ì!é!ï�ëBßøfê!ãlí&àI��é!æDï!ä���çaëLïDö«ì«ædâ�æEç è/ß�á&ì5ßìÂëLæDï!ä��ÉøEí&à�å�û çÊätà�åI"+æEç å�ö5á&ê«í&à�ïÉß�á&è!ò
é!å�ædätç�ì�á&í&à�ïDóÉâ�û ç�øfì«øEí7â{ëLæDï�ëLà�ê«íBßà�èEöÂâ�æEå�ð�#�èEæEö5äcð�ç�¯

f(m) = (1−m)2

m2+m+1

é!ûÊâ
m ∈ [0, 1]

þ
É�â¦#�èEæEö5äcðârð�å�ß�á�ätçÊñ5î!ã�â)ç�ì«øEçÊßèÂð�å$øEí&à�å�ö!ßàtá7âDã�ätå�æEç årî«å�ì«óAåtá&í&ï!ätà�æEå«ü!ö5á&ê«í&å�æEç åLð�å�ß�á\øEí&à�åtò
ö!ßàtá7âDã�ätå�æEç å�ó+�Eì«óAì«î«í7âÂúfätà�æDïDó6þ&��à�ôdâ«éEâ�æEç å\øEí&à�å�ôEç å�î«è$ð�å�ð1à�óAç å�æEæEì5ý&ätçaì«í7â�à%ð�å�ð1øEí&à�åtò
éfãlèE÷�å�æEçÊâ$ædâ�à�ôEç ê«í

R
ôDïdãlìLð�èE÷�ß�á7â�ædéEâ�í7é!ìÂëLïDó�à�â«éEâ�æEç å�ó�é!ûÊâ-ß�á&èdé!å�æ5á&êÂë óÉâÂá&å�óÉâÂá�ïDöDç~þ

�Pì)í&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEç èÉá&å�î«ì-à�â«éEâ�æEçÊâ$øfì!é{ð��tá&ìAí&êÂëLæEç å�÷\øEí&ê«ô\��í&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEçÊârà�â«éEâ�æEçÊâ$ì«î«ê«û æEç å�ðcò
ßà�å�î«ìdüPâ«é!å�öDë"âÂá&æEç åÊ#�ì«í&ó-èaãlèÂðñ«ä�ð�å�î«ì�ì!é!øfìÂëLç å�é!æEç öÕædâ6øaã�â«ßà�ätà�ïDõ�æEç åÉç1ë�øEí&à�å�ß�á&í&à�å�æEç~ü
ätà�ïDû ç1é!ûÊâ�ätà�ë1ì«í&ì«öÂñÂá7â+ëLïDøEèEödãlå�î«ì�ì«í7â�àÉé!ûÊâ�ätà�ë1ì«í&ì5ý&ätçÊâ�æDè:þ��Bû å�ð�èE÷�ôfå�à�øfìÂë1ì!é!à�å�æEçÊâ
ç:ë�ædâÂá&èEí7â�û æDï�ßøfì5ßê«ô/èÂðâ{ëLæEç�ã�ßç ��á&è6øEí&ì«ôEû å�ó ì�á�ë"â�íá�ï�é!ûÊâ-á&å�ð"î«í&èEøDï+ß�á&èdé!å�æ5á&êÂë�þ
ÅÇÆ:È�É�Ê�Ë�Ì�Í�Ó8Ï
â$��%\â)ç û å$ätàI��ý&ätç�óAì«÷�årøfì!é!à�ç å�û ç{|røEí&ì5ß�á7ñ)éEâ�æDï!ä��

n
ð�å�ð"øEèEæEö5á&êÂë�ð

ô\��%\â$ç û å\ätàI��ý&ätçføfì!é!à�ç å�û çføaã�â«ßà�ätà�ïDà�æ��BéEâ�æDï!ä��
n
øEí&ì5ß�á�ï!ä��:ü«î5é!ï)÷�â«é!æEå\é!ëLç å\àBæEçÊä���æEç å

ß&ñ)í&êÂëLæEì«û å�î!ãlå\ç:÷�â«é!æEå�á&í&à�ï�à�æEçÊä��/æEç å�øEí&à�å�ätç ædâÂðñ)ßç ��ë ð�å�é!æDïDó�øEèEæEö5ätç å�ð
äW�&%\â�ç û å"ätàI��ý&ätç!øfì!é!à�ç å�ûÊñ\øEí&à�å�ß�á&í&à�åI"

R3 øaã�â«ßà�ätà�ïDà�æDïrà�â{ë"â�íá&å%ë1å"ëBßà�ï!ß�á&öDçÊä��-ý&ätçÊâ�ædâ«ä��ßà�å�ý&ätçÊâ�æDè���ätà�ë1ì«í&ì5ý&ätçÊâ�æDè\�Pð
É�ì�à�â«éEâ�æEç å$í&êÂëLæEç å�÷�ëLà�ôEèdé!à�ç�ãlì�à�â�ç æ5á&å�í&å�ßìÂë"â�æEç årß�á&èdé!å�æ5á&êÂë�þ<�Pì�ëLïDö«ì«ædâ�æEç è6ì!éDò

øfìÂëLç å�é!æEçÊä��ùí&ï!ßèEæEö«êÂë é!ì5ß�á&í&à�å�î5â�û ç�ôfå�àÕá&í&èdé!èùøfì«øEí7â{ëLæEå�ð�å�î«ìTí&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEç å�ë öÂâ�÷tò
é!ïDó à�øfì!é!øEèEæEö5á&êÂë�þ¥�aâ«éEâ�æEç å�«�â$�rç:ð�å�î«ì�í&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEç å)ôDïdãlì�ëBßöÂâ�à�êÂëLöÂñ6é!ì�í&ì«à�ëLçÊñÂò
à�â�æEçÊâ+à�â«éEâ�æEçÊâ0«Âô\�®þÊ%Bç å�ö5á&ê«í&à�ï6àAæEçÊä��4é!ì5ß�á&í&à�å�î«û ç�øfì«øEí7â{ëLæEåBð�å�î«ì/í&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEç å�¯\éEâ�æEå
n
øEí&ì5ß�á�ï!ä��4ßøfåÂãlæEçÊâÂðñ«ätï!ä��4øfì!éEâ�æEå�ë"â�í&èEæEöDçZøfì!é!à�ç å�ûÊñ�øaã�â«ßà�ätà�ïDà�æ��ÉóÉâ�ö!ßïDóÉâ�û æEç åAædâ

1 + n(n+1)
2

ätàI��ý&ätç~þ¦�ç å�û çað�å�é!ædâ�ö�á&í&èdé!æEì5ý&ätçPàAøfì«øEí7â{ëLæDïDó�ð�å�î«ì6èEà�â«ß&â«é!æEç å�æEç å�ó6þ��ì
ëLç ��ätå�ðtü:æEç å)ëLçÊé!à�ç å�û çZøfì�á&í&à�å�ôDï6øEí&à�å�øEí&ìÂë"â«é!à�å�æEçÊâ)á&è4é!ìÂë1ì!é!è�ç ædé!èEö5ätï�ð�æEå�î«ìdüaôdñ«é!õ)à�âÂò
í&ï!ßìÂë"â�æEçÊâ)á7â�öDç å�î«ì/é!ìÂë1ì!é!è:þ}%Bç å�ä��

cn
ì«à�ædâ«ätà�âÉû çÊätà�ô\�AätàI��ý&ätçPøaã�â«ßà�ätà�ïDà�æDï«ü«ðâ�öDç å-øfì�ò

ëBß�á7â�ædñ àÕøfì!é!à�çÊâDãlè ð�å�ð/øEí&à�å�à4éEâ�æEå
n
øEí&ì5ß�á�ï!ä��:ü�ätà�ïDû ç

c1 = 2
þÁ�Lì«à�ë"â�÷�ó-ïTá&å�í7â�à

ð�å�ßà�ätà�åBð�å�é!ædñÉøEí&ì5ß�á7ñ
ln+1

üfö5á&ê«í7âAô\��é!à�ç å)óAçÊâDã�â
n
øEèEæEö5á&êÂëMøEí&à�å�ätç ��ätçÊâEüdøfì$ð�å�é!æDïDó à

öÂâ�÷�éEñ/àÉéEâ�æDï!ä��
n
øEí&ì5ß�á�ï!ä��:þ�®�ätà�ïDëLçÊý&ätç å)öÂâ�÷�é!ï�à)á�ï!ä��

n
øEèEæEö5á&êÂë�øfì!é!à�ç å�û ç%øEí&ì5ß�á7ñ

ln+1
ædâ

n + 1
ì!éEätç æEö«êÂë�üPâ�öÂâ�÷�é!ïÕàÉá�ï!ä��?ì!éEätç æEö«êÂë�øfì!é!à�ç å�û ç�ð�å�é!ædñ�ßøfì5ýí&ê!é

n + 1ätàI��ý&ätçBøaã�â«ßà�ätà�ïDà�æDï«ü1ë ö5á&ê«í&ï!ä�� à�â{ëLç å�í7âÕßç �«üLædâ?é!ëLç å�ätàI��ý&ätç~þ��à�ïDû çBì�á&í&à�ïDó-èÂð�å�ßç �
à�â�û å�÷�æEì5ý |¯

cn+1 = cn + n + 1
é!ûÊâ

n ∈ N0
ì«í7â�à

c0 = 1
þ+� ß�á7ñ«é ì5ß�á7âÂá&å�ätà�æEç å�¯

cn = cn−1 + n = 1 + (1 + 2 + 3 + ...+ n) = 1 + n(n+1)
2

é!ûÊâ
n ∈ N

ç
c0 = 1

þ
ÅÇÆ:È�É�Ê�Ë�Ì�Í�Ô8Ï
â$�<%\âÉç û å$ätàI��ý&ätç�óAì«î5ñ)øfì!é!à�ç å�û ç{|�øEí&à�å�ß�á&í&à�åI"

R3 éEâ�æEå n øaã�â«ßà�ätà�ïDà�æ:üEî5é!ï/÷�â«é!æEå$é!ëLç å



lBm'¤'cyo p&qWr�s�q$t�uWv�w@xyvIz{v

à-æEçÊä���æEç å)ß&ñÉí&êÂëLæEì«û å�î!ãlå�é!ì+ßç å�ôEç å«üf÷�â«é!æEå�á&í&à�ï/à$æEçÊä���æEç å-ß&ñÉí&êÂëLæEì«û å�î!ãlå�é!ì�øfå�ëLæEå�ð
øEí&ì5ß�á&å�ð1ç:÷�â«é!æEå�ätàtá&å�í&ï�à�æEçÊä��/æEç å�óÉâÂðñ)øEèEæEö5á&è6ëBßøfê«û æEå�î«ìyð
ô\�)�%í&à�ïÉðâ�öDçÊä��Õë"â�í&èEæEöÂâ«ä��ÕéEâ�æEå

n
øEí&ì5ß�á�ï!ä��¿��øaã�â«ßà�ätà�ïDà�æ\�\øfì!é!à�ç å�û ç%øaã�â«ßà�ätà�ïDà�æ��

R2

��øEí&à�å�ß�á&í&à�åI"
R3)

ædâ)óÉâ�ö!ßïDóÉâ�û ædñ-ç û ì5ý |rätàI��ý&ätçLð
äW�W¬\é!ìÂë1ì!é!æEç{|�ü�÷�åBéEâ�æEå

n
øaã�â«ßà�ätà�ïDà�æ-óAì«÷�å"øfì!é!à�ç å�û ç{|"øEí&à�å�ß�á&í&à�åI"

R3 óÉâ�ö!ßïDóÉâ�û æEç å1ædâ
v(n, 3)

ì«ôdßà�â�í&êÂë�ü�øEí&à�ïÉätà�ïDó
v(n, 3) = C0

n +C1
n +C2

n +C3
n

é!ûÊâ
n ∈ N

þZéM�|¬Bì«î«ê«û æEç{|
ëLà�ê«í

v(n, 3)
çfèdé!ìÂë1ì!é!æEç{|Lî«ì-é!ûÊâ

n
�Eç øfå�í&øaã�â«ßà�ätà�ïDà�æAøEí&à�å�ß�á&í&à�å�æEç

Rk
é!ûÊâ

k ∈ N
ü
n ∈ Nì«í7â�à�øEí&à�ï�ðñ�|�ü!÷�å

Ck
n = 0

üEî5é!ï
k > n

þ
�PìÂëLïD÷�ßà�åÕà�â«éEâ�æEçÊâ¿«�â$��ò�«�äW��ç�©«â$��ò�©«éM��óÉâÂðñ #�â�ôEèaãL�4î«å�ì«óAåtá&í&ï!ätà�ædñEü\øEí&à�ï ätà�ïDó

öÂâ�÷�é!å6ædâ«ß�á ��øEæEåAð�å�ß�á�øEí&à�å�éfãlèE÷�å�æEç å�ó ôdñ«é!õ6èEì«î«ê«û æEç å�æEç å�ó øfì«øEí&à�å�é!æEç å�î«ìdþ¿�ÕïDö«ì«í&à�ï5ò
ß�á7âDãlå�ó�ð�å6é!ì�é!çÊâ�î«æEì«à�ìÂë"â�æEçÊâ+ëLç å�é!à�ï4óÉâÂá&å�óÉâÂá�ï!ätà�æEå�ð$ß�á&èdé!å�æ5á&êÂë�à+à�â�öDí&å�ßè4î«å�ì«óAåtò
á&í&ç ç~üaö«ì«ó-ôEç ædâÂá&ì«í&ïDöDç:çZâ�û î«å�ôEí&ï+ì«í7â�à$øfì«à�ç ì«ó-è�í&ì«à�ë1ì�ð�è�çÊä���ëLï«ì«ôEí7â�õ�æEç:î«å�ì«óAåtá&í&ï!ätà�æEå�ð
ç:øEí&à�å�ß�á&í&à�å�æEæEå�ðtþd�5á&èdé!å�ædätç�à�â�èDë"â�÷�ïDû ç~üD÷�å�í&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEç å�à�â«éEâ�æEçÊâÊ©)æEç å�ôEèdé!à�ç:á&í&èdé!æEì5ý&ätç
øfìBèdß�á7â�û å�æEç è�øfì!ätà�ñÂá&ö«ìÂëLï!ä���ë"â�íá&ì5ý&ätç

n
þh�Bû åí&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEç å�á&å�î«ìLà�â«éEâ�æEçÊâLé!ûÊâLé!ìÂë1ì«û æEå�î«ì

n ∈ N
èÂðâ{ëLæEç�ãlì\çÊä��$á&í&èdé!æEì5ý&ätç5ç!ôEí7â�öDç5ë èEóAç å�ð��tá&æEì5ý&ätçÊâ«ä��$í&ì«à�ëLçÊñ�à�ïDë"â�æEçÊâLà�â«éEâ":þh,«å�î«ì

í&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEç å\ß�á7âDãlì)ßç �ré!ûÊâ-æEçÊä���á&í&èdé!æEå«üDî5é!ïÉædâ�û å�÷�âDãlì-ß�#�ì«í&ó-èaãlìÂë"â�|Lë"â�í&èEæEöDçdì«î«ê«û æEå�î«ì
øfì!ãlì«÷�å�æEçÊâ)éEâ�æDï!ä��

n
øaã�â«ßà�ätà�ïDà�æ+ëùøEí&à�å�ß�á&í&à�å�æEç

R3 ��ôdñ«é!õ
n

�Eç øfå�í&øaã�â«ßà�ätà�ïDà�æ+ëùøEí&à�åtò
ß�á&í&à�å�æEç

Rk
é!ûÊâ

k ∈ N
ü
n ∈ N)

ç:øfì!éEâ�|�é!ìÂë1ê!é+ëLà�ì«í&è
v(n, 3)

üfâ-á7â�öD÷�å"ð�å�î«ìAèEì«î«ê«û æEç ì�ò
æEå�ð%ë1å�í7ß�ð�ç~þ��/øfì«øEí7â{ëLæDïDó�í&ì«à�ëLçÊñ�à�â�æEç å�ó(á�ï!ä��Éà�â«éEâ"�ß�á&èdé!å�ædätç,])øEí&à�ï!ßà�û çdædâ�èdätà�ï!ätç å�û å
óÉâÂá&å�óÉâÂá�ïDöDçPçPç æi#�ì«í&óÉâÂá�ïDöDç�æEç å)øfì«í7â«é!à�ç û çPßì«ôEç å)ôfå�à)óAì�ð�å�ð\øfì«óAì!ätï«ü:â/ßà�ätà�å�î«ê«û æEç å$à�å
ß�#�ì«í&ó-èaãlìÂë"â�æEç å�ó�ëLà�ì«í&è/ædâ

v(n, 3)
ç!ð�å�î«ìÉé!ìÂë1ì!é!å�ó6þ

®\ôfå�ätæEç å4øEí&à�å�ðéi� é!ì ì«óAêÂëLç å�æEçÊâTéEâ�ûÊßà�ï!ä��ùë�ã�â«ßæDï!ä���é!ì5ýëLçÊâ«éEätà�åI"�à�ëLçÊñ�à�â�æDï!ä��
á�ïDó í7â�à�å�ó3àÉö!ßàtá7âDã�ätå�æEç å�ó3óÉâÂá&å�óÉâÂá�ï!ätà�æDïDó ß�á&èdé!å�æ5á&êÂë ��í&ì«öDèÕç æi#�ì«í&óÉâÂá�ïDöDçZë �Pì�ò
û ç á&å�ä��EæEçÊätå%�Là�å�ßà�ìÂëBßöDç å�ðtþ��\ûÊâAøEí&à�ïDödã�â«é!è�ßïDæ5á&åtá�ï!ätà�æEç årì«óAêÂëLç �rèDë"â�í&èEæEö«ìÂë"â�æEçÊâ�á&å�î«ì
ö!ßàtá7âDã�ätå�æEçÊâ6ì«í7â�àÉëLïDæEç öDç1ß�á&èdé!å�æ5á&êÂë�ædâ�å�î«à�â�óAç æEç å�à�øEí&à�å�é!óAç ì�á&è?óÉâÂá&å�óÉâÂá�ï!ätà�æEå�î«ìdü
ö5á&ê«í&å�î«ì+øEí&ì«î«í7â�óWí&å�â�û ç à�ìÂë"â�æEì�ë���ßå�óAå�ß�á&í&à�å)ëxôEç å�÷�ñ«ätïDó í&ì«öDèÕâ�öÂâ«é!å�óAçÊä7öDç ó6þÊ®�éDò
æEç ì5ßP��ßç ��á7â�öD÷�å�é!ì?çÊä�� øfì«ó-ï!ß®ãlêÂë�ç�ö«ì«óAøfåtá&å�ædäcð�ç\óÉâÂá&å�óÉâÂá�ï!ätà�æDï!ä��:ü"í&ê«÷�æEì«í&ì!é!æDï!ä��
á&í&èdé!æEì5ý&ätçdçdôEí7â�ö«êÂë èÂðâ{ëLæEç ì«æDï!ä��AøEí&à�ï-í&ì«à�ëLçÊñ�à�ïDë"â�æEç è)à�â«éEâ"AàBá&å�î«ì�å�î«à�â�óAç æDè:þ�®Bá&ê«÷
øfì6ëLøEí&ìÂë"â«é!à�å�æEç è�ß�á&èdé!ç êÂë�é!ëLèdß�á&ì«øEæEç ìÂëLï!ä���ö!ßàtá7âDã�ätå�æEç å-óÉâÂá&å�óÉâÂá�ï!ätà�æEåAß�á&èdé!å�æ5á&êÂë
ç æi#�ì«í&óÉâÂá�ïDöDç�ë ßå�óAå�ß�á&í&à�å���ë3óAì�ð�å�ð+èdätà�å�û æEçrí&å�â�û ç à�èÂð�å4ßç �Õë3í7â�óÉâ«ä��OøEí&à�å�é!óAç ì�á&è
æ�¸4´J¹ ¶ ÅW´¦Á�´Jµ�¼8Á�´Jµ�Ä�³�Å8¸4´ÇÅÇ´J¹ ú$¼��8ü éÊ¹ ¶L¸M¶B·JÝdé)ëOëLïDóAçÊâ�í&à�å�Ë���î«ì!é!à�ç æ�ëLïDödã�â«é!êÂë ç\�y«rî«ì�ò
é!à�ç æ�|tëLçÊätà�åI":þd%\â�èdätà�ï!ätç å�û:ì!é!øfìÂëLç å�é!à�çÊâ�û æDï�à�â)á&å�æ�øEí&à�å�é!óAç ì�áBì«øEí7â«ätìÂëLèÂð�åð�å�î«ìÉöÂâ�íá �
à�âÂá�ëLç å�í7é!à�â�ædñ-øEí&à�å�à�öDç å�í&ìÂëLæEç öÂâ-öÂâÂá&å�é!í&ï�ç�é!à�ç å�öÂâ�ædâ)ëLï!é!à�çÊâDãlè:þ%Þ�â�íá7â-á&å�î«ì��cøfì!é!ë1ê�ðcò
æEå�î«ìJ��øEí&à�å�é!óAç ì�á&è:üZö5á&ê«í&ï4ô\��éi�+öDí&ê�á&ö«ì�ædâ�à�ïDë"âDã"éEâ�û å�ð-óÉâÂá&å�óÉâÂá�ïDöÂñEüPà�â{ëLç å�í7â6á&í&å�ý&ätç
ö!ßàtá7âDã�ätå�æEçÊâ/à�î«ì!é!æEåÉàÉóAç æEç óÉâ�û æDïDóAç%ëLïDóÉâ�î5â�æEçÊâ�óAçZì«öDí&å�ýû ì«æDïDóAçPë�ì«ôfìÂëLçÊñ�à�èÂðñ«ätï!ä��
ß�á7â�ædéEâ�í7éEâ«ä���ö!ßàtá7âDã�ätå�æEçÊâBé!ûÊâBá&å�î«ì\öDç å�í&èEæEöDè-ß�á&èdé!ç êÂë�þh�:ì«öDí&å�ýûÊâ"á7â�öD÷�åå8#�å�ö5á�ïrö!ßàtá7âDã�ätåtò
æEçÊâEü$#�ì«í&óÊ�Bçaë"â�í&èEæEöDçdà�â�û çÊätà�å�æEçÊârá&å�î«ì-øEí&à�å�é!óAç ì�á&è�ì«í7â�àLà�â�û å�ä�â�æDï)ëLïDöÂâ�à\øfì!éEß�á7â{ë1ìÂë1å�ð
ç%èEà�èEøfåÂãlæEçÊâÂðñ«ätå�ð�û ç á&å�í7âÂá&èEí&ï«þÊ%\â/í&à�åtá&å�û ædñ/í&å�â�û ç à�â«äcð��-á7â�ö�ì«ôdßà�å�í&æEå�î«ì+øEí&ì«î«í7â�ó-è�á&å�î«ì
øEí&à�å�é!óAç ì�á&èòª«6î«ì!é!à�ç æ à�âÂð��W|+é!ï!éEâ�ö5á�ï!ätà�æDï!ä��4á&ì�à�â�óÉâDãlìdü%é!ûÊâÂá&å�î«ìÕß�á&èdé!å�ædätç"ó-èdßà�ñ
ë á&í&ïDôEç åLç ædé!ïDëLçÊé!èdâ�û æEå�ðZøEí7â«ätï«ü�ædârà�âÂð���ätçÊâ«ä��-ëLïDí&êÂëLædâ{ë"ätà�ï!ä��$ì«í7â�à"ædârö«ì«ædßèEû á7â«äcðâ«ä��:ü
øEí&à�ï!ßë"âÂðâ�|+øfå�ëLæEå�á&í&å�ý&ätçBà6á&å�î«ì?øEí&ì«î«í7â�ó-è:üö5á&ê«í&å6æEç å�à�é!ì!ã�â�û çLì«ødâ�æEìÂë"â�|+ædâ4à�âÂð��tò
ätçÊâ«ä���é!ï!éEâ�ö5á�ï!ätà�æDï!ä��:þ1�%í&ì«î«í7â�óIá&å�î«ìAøEí&à�å�é!óAç ì�á&è6í&å�â�û ç à�ìÂë"â�æDïAôDïdã�ædâAà�âÂð���ätçÊâ«ä��/é!ï5ò
éEâ�ö5á�ï!ätà�æDï!ä�� ��ëLïDödã�â«éEâ«ä��Tç�|tëLçÊätà�å�æEçÊâ«ä��\�$á&í7â«é!ï!ätï�ð�æDïDóAçLóAåtá&ì!éEâ�óAç~üá&ì?à�ædâ«ätà�ï ôfå�à
ëBßøfì«óÉâ�î5â�æEçÊâ$ç�ëLïDö«ì«í&à�ï!ß�á�ïDë"â�æEçÊârë?ð�å�î«ì)í&å�â�û ç à�â«äcð�çaøEí&ì«î«í7â�óAêÂëTö«ì«óAøEè!á&å�í&ìÂëLï!ä��:üyÉ��
ç4�cæ5á&å�í&æEåtá&è:þX%\â��%í&ì«öDè�ç æi#�ì«í&óÉâÂá�ïDöDçaß�á&èdé!çÊâ-í&ì«à�øfì!ätàI�Âãlì�Ë�Ë��\ß�á&èdé!å�æ5á&êÂë ë��WË$î«í&èEødâ«ä��
|tëLçÊätà�å�æEç ìÂëLï!ä��:ü{ë á�ïDó�ËyªLß�á&èdé!å�æ5á&êÂë øfìÂë"á7â�í&à�âDãlìLá&å�æ-øEí&à�å�é!óAç ì�á�þ�®�ß�á7âÂá&å�ätà�ædâ\ßøEí7â{ë"ò
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